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El concepto de limite ha evolucionado a lo largo de la historia desde la época clasica hasta la for-
mulacién métrica definida por Karl Theodor Weierstrass. A partir de investigaciones realizadas se
concluy6 que la definicion de limite dada por Weierstrass, con una estructura muy formal, dificulta-
ba el aprendizaje de los/las alumnos/as del nivel secundario. Es por ello por lo que Blazquez, Sy
Ortega, T. (2002) en el articulo: “Nueva definicion de limite funcional”, dan una nueva definicion de
limite funcional que, sin dejar de lado el rigor, no se muestra tan formal.

Los mencionados autores consideran que, a nivel secundario resulta mas atil definir el limite fun-
cional de manera similar a como lo hizo D'Alambert considerando el limite como aproximacién o
tendencia.

Entonces, las actividades que proponemos para los/as alumnos/as destinatarios/as responden a
la siguiente definicién:

Sea f una funcién y a un nimero perteneciente a los reales el nimero L es el limite de la funcion
en el punto a, se escribe lim,_,, f(x) = L, si cuando x — a, siendo distinto de a, sus imagenes

f(x),— L.

De este modo el tratamiento del limite finito en un punto se hace como "aproximacién éptima".

Se plantea el desarrollo de la actividad considerando el enfoque de Flipped Classroom. Recordando
que este enfoque consiste en el aprendizaje fuera del aula de los/as alumnos/as, previo al trata-
miento del tema que se realizara en la clase.

Este enfoque metodoldégico propone dar vuelta la clase tradicional, de modo que los/as estudiantes
adquieran los saberes tedricos en sus casas, a través de la presentacion en un video, o mediante
otro recurso que el/la docente haya preparado y enviado mediante alguna herramienta digital. Pos-
teriormente en clase o sesidn presencial, con la orientacién del profesor o de la profesora, se eva-
cuan las dudas, se discuten, en forma grupal e individual, los conocimientos y los planteos que
interesen a los/as estudiantes realizar sobre los saberes estudiados.

Cuando se habla de la clase o sesidn presencial se quiere decir que estan todos/as los alumnos/as
reunidos con su profesor/a, puede ser en el aula fisica o en el aula virtual. En esta época, la clase o
sesién seguramente sera virtual.

Para la sesion presencial, se planifican actividades en forma secuenciada. Se comienza por la iden-
tificaciéon de aproximaciones y tendencias en ejercicios con funciones simples (lineales y cuadrati-
cas) para finalizar con actividades de profundizacion (limites de funciones no definidas en el punto
donde se pide el limite y funciones definidas por partes).



UNIDAD DIDACTICA
Concepto de limite de una funcién en un punto. Calculo de limites.

CRITERIOS DE EVALUACION
Utilizar el concepto de limite de una funcién aplicandolo en el calculo del limite en un punto.

ESTANDAR DE APRENDIZAJE EVALUATIVO
Calcula limites finitos en un punto.

MODALIDAD

Estas actividades pueden realizarse en forma presencial o a distancia. Si las realiza a distancia,
puede hacerlo mediante Google Classroom 2020. Puede obtener informacidn sobre su aplicacién
en:

RECURSOS
Software: GeoGebra, Word, Editor de ecuaciones del Word (constituye una herramienta digital que
facilita a los/as docentes y a los/as estudiantes escribir en lenguaje matematico) e Internet.

OBJETIVOS
1) Realizar aproximaciones de “x" a un punto en el conjunto dominio relacionandolas con las ten-
dencias de f(x), usando registro numérico (tabla) y grafico en coordenadas cartesianas.

2) Identificar y establecer aproximaciones dptimas entre valores proximos a otro dado.

3) Aplicar las aproximaciones éptimas en funciones definidas por partes y en funciones donde el
valor de la funcién en x=a no coincide con el limite de la funcion en ese punto o donde no esta
definida.

Actividades previas

Como se expreso en parrafos anteriores, el proceso de ensefanza y de aprendizaje de esta temati-
ca se realizara mediante la estrategia de Flipped Classroom, esto implica que los/as estudiantes
tendran que realizar una lectura comprensiva sobre una breve historia de la evolucion del concepto
de limite de una funcién hasta la definicién dada por Blazquez, S y Ortega, T, motivo de esta pro-
puesta. Como asi también resolver un cuestionario sobre saberes previos que deben poseer los/as
alumnos/as para el abordaje del concepto de limite de una funcién en un punto. Se les presentara
también una breve explicacién sobre el significa de los términos: aproximacion y tendencia.

Actividades durante el desarrollo de las clases

Los/as estudiantes trabajaran en equipos de tres. En primera instancia, al principio de cada sesion
el/la docente realizara una revisién, en la primera sesién sera sobre los conocimientos previos y
sobre la lectura del texto de Blazquez. En las clases posteriores siempre se comenzara con una
pregunta disparadora para indagar como fue el aprendizaje anterior, resolviendo todas las dificul-
tades o dudas que pudieran tener los/as alumnos/as.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLclJ8nSI2c7KrzlQ3kkHARAvyWgFe9g1v
http://www4.uva.es/didamatva/investigacion/Publicaciones/nueva_definicion_limite_funcional.pdf

Realizada esta primera fase, se les presentara las consignas de trabajo que deberan resolver los
equipos con la orientacidn siempre del/ la docente. El cierre se realizara con la puesta en comun de
la actividad realizada.

De acuerdo con la cantidad de alumnos/as del curso destinatario se formaran 5 equipos. Todos los
equipos realizaran la misma actividad, solo cambiara el punto a donde tiene el valor de x.

Grupo 1 Actividad 1, x tiende a 3 Grupo 2 Actividad 1, x tiende a 4
Actividad 2, x tiende a 2 Actividad 2, x tiende a -3

Grupo 3 Actividad 1, x tiende a -2 Grupo 4 Actividad 1, x tiende a -3
Actividad 2, x tiende a 4 Actividad 2, x tiende a 2

Grupo 5 Actividad 1, x tiendea 0
Actividad 2, x tiendea 0

Se plantea el caso para el Grupo 1.

Dada la funcion f(x) = x + 2, examinen dicha funcion e investiguen: ;qué sucede con f(x)cuan-
do x tiende a 3? Para ello les solicitamos que:

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de f(x) cuando x
tiende por la derecha y por la izquierda a 3. Dejen vacio el lugar debajo del 3. Representen la
situacion en el GeoGebra (usen deslizadores). Marquen el punto de la grafica de abscisa 3
con el simbolo del punto vacio y de color blanco.

b) Escriban la respuesta a la pregunta inicial en lenguaje coloquial.

Dada la funcién g(x) = x2 + 2x + 1, examinen dicha funcién e investiguen: ;qué sucede con g(x)
cuando x tiende a 2? Para ello les solicitamos, de la misma manera que en el caso anterior que:

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de g(x) cuando x se
acerca por la derecha y por la izquierda a 2. Dejen vacio el lugar debajo del 2. Representen la si-
tuacion en el GeoGebra (usen deslizadores). Marquen el punto de la grafica de abscisa 2 con el
simbolo del punto vacio y de color blanco.

b) Escriban la respuesta a la pregunta inicial en lenguaje coloquial.



Al término de ambas actividades presenten en plenario las dos actividades para la discusién con
todo el curso.

En los casos presentados, tal vez los/as estudiantes pregunten el porqué, en vez de realizar las
aproximaciones no buscaron directamente el valor de la funcién en los puntos para los cuales
hicieron tender a x. La respuesta a esa pregunta la tendran en las actividades de la segunda clase.

En esta sesién todos los equipos resolveran los mismos casos.

3
., x° -8 . . ., . . ,
Dada la funcion h(x) = ~ =7 examinen dicha funcion e investiguen: ;qué sucede con h(x) cuando x
tiende a 2? Para ello les solicitamos, del mismo modo que en los casos estudiados en la Sesion 1 que:

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de h(x) cuando x tiende
por la derechay por la izquierda a 2. Dejen vacio el lugar debajo del 2. Representen la situacion en
el GeoGebra (usen deslizadores). Marquen el punto de la grafica de abscisa 2 con el simbolo del
punto vacio y de color blanco.

b) Escriban la respuesta a la pregunta inicial en lenguaje coloquial

S 241 . . ., . . ! .
Dada la funcién j(x) = ¥ *1 examinen dicha funcién e investiguen: ;qué sucede con j(x)

x+1’
cuando x tiende a -1? Para ello les solicitamos, de la misma manera que en los casos estudiados

en la Sesion 1 que:

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de j(x) cuando x se
acerca por la derecha y por la izquierda a -1. Dejen vacio el lugar debajo del -1. Representen la si-
tuacion en el GeoGebra (usen deslizadores). Marquen el punto de la grafica de abscisa -1 con el
simbolo del punto vacio y de color blanco.

b) Escriban la respuesta a la pregunta inicial en lenguaje coloquial.

Al término de ambas actividades presenten en plenario las dos actividades para la discusién con
todo el curso, comparando también con los ejemplos resueltos en la sesion 1.

En esta sesion el/la docente presentara a los/las estudiantes la notacion en lenguaje matematico
(simbdlico) del limite de una funcién en un punto:

limf(x) =b

x—-a



En esta clase todos los equipos resolveran los mismos casos

.. 2 . . .. . . ,
Dada la funcion m(x) = ~— examinen dicha funcién e investiguen: ;qué sucede con m(x) cuan-

do x tiende a 1? Para ello les solicitamos, del mismo modo, que en los casos estudiados en las
sesiones anteriores que:

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de m(x) cuando x
tiende por la derecha y por la izquierda a 1 (consideren 6 valores de cada lado). Dejen vacio
el lugar debajo del 1. Representen la situacion en el GeoGebra (usen deslizadores).

b) Comparen la tendencia de la funcion en x = 1 con el valor de la funcion en x = 1.

c) Escriban en lenguaje simbdlico la expresidn del limite para este caso.

En esta sesion todos los equipos resolveran los mismos casos.

x2+2, x<1
2x—1, x>1
f(x) cuando x tiende a 1? Para ello les solicitamos, del mismo modo, que en los casos estudiados
en las sesiones anteriores que:

Dada la funciéon f(x) = { examinen dicha funcién e investiguen: ;qué sucede con

a) Realicen una tabla en forma horizontal en la que se muestre los valores de f(x) cuando x se
acerca por la derecha y por la izquierda a 1 (consideren 6 valores de cada lado). Dejen vacio
el lugar debajo del 1. Representen la situacion en el GeoGebra (usen deslizadores).

b) Comparen la tendencia de la funcién en x = 1 con el valor de la funcién en x = 1.

c) Escriban en lenguaje simbolico la expresion del limite para este caso.

Al término de ambas actividades presenten en plenario las dos actividades para la discusién con
todo el curso.

La clase comenzara con la lectura comprensiva del siguiente texto por parte de los/as alumnos/as:
“El valor L es el limite de f(x) en a si para todo valor m préximo a L, existe otro valor h muy préxi-
mo a a tal que los x que mejoran ese valor h, es decir que estan mas proximos a a, hacen que sus
imagenes f(x) también mejoren el valor cercano a L, y estén mas cerca de L".



A esta altura del aprendizaje los/as alumnos/as ya estan en condiciones de determinar, en forma
intuitiva, el valor del limite de algunas funciones, como el caso que se les presenta:

Dada

a)
b)

c)
d)
e)

f)
9)

h)

)

k)

la funcién g(x) = x? — 1:

Representen la funcion en el GeoGebra.

Determinen el valor del limite para x tendiendo a 2: L, en forma intuitiva observando valores
de la funcién f(x) para valores de x préximos a 2 o bien usando el GeoGebra.

Busquen, en la grafica, cuatro valores proximos a L: f(x;), f(x3), f(x3), f(x4)
Encuentren los valores x; x, x3 x4 con el GeoGebra.

A partir de la aproximacion 2,52 a L, ;pueden encontrar alguna aproximacion h a 2, de forma
qgue mejore la aproximacion anterior?

¢Cuantas aproximaciones podrian encontrar? Justifiquen la respuesta.

Consideren otra aproximacion a L, por ejemplo, m = 2,9966, ¢podrian encontrar una aproxi-
macion h a 2, de modo que los valores de f(h) estén mas cerca de L?

Tomen ustedes una nueva aproximacion m a L por la derecha y hallen una aproximacién h a 2.
También por la derecha, de tal modo que dichas aproximaciones mejoren la distanciade ha 2y
demalL.

Realicen lo mismo que en el punto anterior, pero desde la izquierda.

¢Entre qué valores por la derecha y por la izquierda han tomado la mejor aproximacién a L? vy,
¢la mejor aproximacién a 2? Escriban como intervalo ambas aproximaciones.

Desde esta forma de analizar el concepto de limite, como aproximacion 6ptima, ¢;existe el
limite para x tendiendo a 2?

Escriban en forma simbdlica el limite de la funcién dada para x tendiendo a 2.

Al término de la actividad discutan en plenario.

A modo de ejemplo se presentan posibles resultados obtenidos por los/as alumnos/as en la Activi-

dad 1

— Clase 2.

Se ha confeccionado la tabla solicitada y tres graficos con diferentes aproximaciones

Tabla

h(x)

x tiende a 2 desde la izquierda——> <«—— xtiende a 2 desde la derecha

X 1.9 1.99 1.999 1.9999 | 2 | 2.0001 2.001 2.01 2.1

11.41 11.9407 | 11.9940 | 11.9994 12.0006 | 12.0060 | 12.0601 12.61

-2
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Representacion en GeoGebra

Primera aproximacion
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Segunda aproximacion
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Tercera aproximacion
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Para saber en qué estado estan en los/as alumnos/as estos saberes se realiza una evaluacion
inicial. Se trata de un cuestionario que los/as estudiantes deben completar referido a sus conoci-
mientos sobre los saberes previos: funciones lineales y cuadraticas, funciones dadas por parte,
funciones compuestas, dominio, imagen de las funciones, representacion grafica, conocimiento de
herramientas informaticas.

La evaluacion formativa y la sumativa. La evaluacion formativa se realizara mediante la observa-
cion del trabajo en equipo. Se observaran la distribucién de roles, la cooperacion y la relacién entre
sus integrantes, si existe una discusion sobre las diferentes propuestas antes de la toma de deci-
sion, el respeto por la opinidn ajena, la ayuda a quien presenta alguna dificultad. En el caso del aula
virtual se complica evaluar el trabajo en equipo. El/la docente podra resolver este inconveniente

#LaTécnicaSigue



manteniendo, por ejemplo, un dialogo con los integrantes de cada equipo sobre el rol que cumplié
cada uno.

También se observara el andlisis y el procesamiento de la informacidn y el uso correcto del lengua-
je técnico y coloquial. Se evaluara la exposicion y defensa de los trabajos finales (evaluacion su-
mativa) mediante indicadores de aprendizaje (estrategias, reflexion sobre proceso y resultado...) y,
niveles (aprendiz, avanzado y experto). Los/as alumnos/as responderan en el informe final un
cuestionario ajustado a los propdsitos de analizar la situacién de partida, la ejecucion, la planifica-
cion y la toma de decisiones. A modo de ejemplo: ;Cual fue la contribucién de cada uno de noso-
tros? ;Como planificamos el trabajo ;Qué aprendi del aporte de cada uno de mis companeros?
¢Resulto provechoso el trabajo en grupo? ;Cudl puede ser el aporte de ustedes para que la activi-
dad sea mas interesante?

Asimismo, en forma similar a la autoevaluacion de los/as alumnos/as el/la docente realizara su
propia autoevaluacion.



